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MATHEMA TICS 
UNE NOTION DE COlYIPACITE DANS LA THEORIE DES ESPACES 
VECTORIELS TOPOLOGIQUES 
PAR 
T. A. SPRINGER 
(Communicated at the meeting of January 30, 1965) 
Dans la theorie des espaces vectoriels topologiques localement convexes 
sur Ie corps des nombres reels ou complexes des conditions de compaciM 
sont necessaires dans les enonces de certains resultats. Si on essaie 
d'etendre ces resultats aux espaces vectoriels topologiques localement 
convexes sur un corps value non-archimedien, il apparait que la compaciM 
est parfois une condition trop restrictive. Dans cette note, on introduit 
une notion un peu plus faible, la "c-compaciM", qui semble plus adequate 
pour ces questions. 
Des applications a la theorie de la dualiM sont donnees dans [7]. 
1. Dans cette note, K designera un corps value complet, on suppose 
la valuation non-triviale. Dans Ie cas non-archimedien, no us designerons 
par A l'anneau des entiers de K. Dans Ie cas archimedien, K est isomorphe 
a R ou C (d'apres un theoreme bien connu d'Ostrowski), dans ce cas nous 
identifierons K a R ou a C. 
Soit E un espace vectoriel sur K. Nous aurons besoin de la notion 
de sous-ensemble convexe de E. Dans Ie cas archimedien, c'est la notion 
usuelle. Dans Ie cas non-archimedien, nous utiliserons la definition 
suivante. 
(1.1) (Dlfinition) Supposons la valuation de K non-archimedienne. Un 
sous-ensemble 0 de l' espace vectoriel E est dit convexe, lorsque AX + ,uy + vz E 0 
pour x,y,zEO, A,,u,vEA, A+,u+v=1. 
II est facile de voir que cette definition est equivalente a celle de 
[6] (p. 532). 
(1.2) L'intersection d'une lamille non-vide de sous-ensembles convexes 
d' un espace vectoriel sur K est un sous-ensemble convexe. 
(1.3) Soient E, E' deux espaces vectoriels sur K; soit I une application 
lineaire de E dans E'. Si 0 est convexe dans E alors 1(0) est convexe dans 
E' ; si 0' est convexe dans E' alors 1-1 (0') est convexe dans E. 
La verification de (1.2) et (1.3) est immediate. 
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(1.4) (Dlfin-ition) Sod X une partie de l'espace vectoriel E. Un filtre 
convexe .fF sur X est un filtre sur X qui possede une base formee de parties 
convexes de X. Une telle base est appelee base convexe du filtre convexe .fF. 
Exemples: 
(a) Supposons que E soit un espace vectoriel topologique sur K. 
Pour que la topologie de E soit localement K -convexe il faut et il suffit 
que pour tout x E E Ie filtre des voisinages de x soit un filtre convexe 
(voir [2J, Chap. II, § 2, no. 1; pour Ie cas non-archimedien voir [7J). 
(b) Supposons la valuation de K non-archimedienne. Soit E un espace 
norme non-archimedien sur K, cela veut dire que la norme verifie 
l'inegaliM ultrametrique Ix+yl <Max (lxi, Iyi)· 
Soit (Xn)nEN une suite "pseudo-convergente" dans E. Cela veut dire 
que IXn+l-Xnl<IXn-Xn-ll (n>2). Soit On={xEEllx-xnl<IXn+l-Xnl}. 
II est aise de voir (en utilisant l'inegaliM ultrametrique) que On+l COn. 
Les On forment une base de filtre, Ie filtre engendre est evidemment 
convexe. Nous appelons filtre convexe elementaire un tel filtre. 
L'ordre de l'ensemble des filtres sur Ie sous-ensemble X de l'espace 
vectoriel E induit un ordre de l'ensemble des filtres convexes sur X. 
Nous appelons filtre convexe maximal un element maximal de l'ensemble 
ordonne des filtres convexes sur X. 
Remarque. Un filtre convexe maximal n'est pas necessairement 
un ultrafiltre! 
(1.5) Pour tout filtre convexe .fF sur le sous-ensemble X de l'espace 
vectoriel E il existe un filtre convexe maximal plus fin que .fF. 
Cela se demontre comme Ie theoreme sur l'existence d'ultrafiltres 
([1 J, Chap. I, § 6, no. 4). Le point essentiel est que l'ensemble ordonne 
des filtres convexes sur X est inductif. Cela se voit en observant qu'un 
filtre convexe est completement determine par les ensembles convexes 
qu'il contient. 
(1.6) Soit.fF un filtre convexe maximal sur la partie X de E. Si 0 est 
une partie convexe de X alors 0 E.fF ou 0 n D = 0 avec D E .fF. 
(1.7) Soit ~ un systeme de generateurs convexes d'un filtre convexe sur la 
partie X de E. Si pour tout partie convexe 0 de X on a 0 E ~ ou 0 n D = 0 
ou D E~, alors ~ est la famille de tous les ensembles convexes contenus 
dans un filtre convexe maximal sur X. 
Demontrons (1.7). Soit .fF un filtre convexe sur X qui contient ~. 
Si 0 E.fF est convexe, la condition de l'enonce entraine que 0 E ~ ce 
qui demontre (1.7). 
(1.8) Soit!!J une base convexe d'un filtre convexe maximal sur la partie 
convexe X de l'espace vectoriel E. Soit f une application lineaire de E dans 
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un espace vectoriel E'. Alors 1(118) est une base convexe d'un filtre convexe 
maximal sur X' = I(X). 
Soits 0' une partie convexe de X'. Alors 0=1-1(0') n X est convexe 
danX (en vertu de (1.2) et (1.3), X etant convexe). Si 0 contient un 
ensemble D de fJ8, alors 1(0) =0' contient I(D) E 1(fJ8). Sinon (1.6) imp Ii que 
que 0 n D = 0 pour un D E fJ8. Alors 0' n I(D) = 0. Ceci montre que 
1(fJ8) verifie la condition de (1.7) et (1.8) resulte de (1.7). 
A partir de maintenant nous supposons que E est un espace vectoriel 
topologique localement K -convexe et separe. 
(1.9) Pour qu'un filtre convexe maximaL,II sur la partie convexe X de E 
soit convergent vers un point x EX, il laut et ilsuffit que x soit adherent 0,1. 
En effet, pour que x soit adherent a 1 il faut et il suffit qu'il existe 
un filtre plus fin que1 qui est plus fin que Ie filtre ff des voisinages de 
x sur X ([1], Chap. I, § 7, no. 2). Or, ff etant convexe et1 etant convexe 
maximal, cette condition equivaut a:1 contient ff. Cela implique (1.9). 
(1.10) (Definition) Une partie X de E est appelee c-compacte si la 
condition suivante est verifiee: 
Tout filtre convexe sur X possede au moins un point adherent dans X. 
(1.11) Boit X une partie c-compacte de E, soit Y une partie lermee de X. 
Alors Y est c-compacte. 
Cela resulte des definitions. 
(1.12) Toute partie convexe et c-compacte de E est lermee. 
Soit X une partie convexe et c-compacte, soit x EX. Le filtre V des 
voisinages de x dans E induit sur X un filtre V x. E etant localement 
convexe et X etant convexe, V x est un filtre convexe sur X, qui a donc 
un point adherent Y EX. Or y est aussi adherent a V, par consequent 
y=X et x EX. 
(1.13) Les proprietes suivantes d'un sous-ensemble convexe X de E 
sont equivalentes: 
(i) X est c-compact, 
(ii) tout filtre convexe maximal sur X est convergent, 
(iii) toute lamille d'ensembles lermes convexes, dont l'intersection est vide, 
contient une sous-Iamille finie, dont l'intersection est vide. 
(i) =? (ii) resulte de (1.10), (ii) =? (i) resulte de (1.5) et (1.9). 
(i) __ (iii) se demontre comme Ie resultat correspondant sur les espaces 
topologiques compacts ([1], Chap. I, § 9, no. 1). 
(1.14) Boit 1 une application lineaire continue de E dans un espace 
vectoriel topologique localement K-convexe E'. Boit X un sous-ensemble 
convexe et c-compact de E. Alors I(X) est c-compact. 
185 
Soit (Ft')i EI une famille de sous-ensembles convexes fermes de t(X) 
dont l'intersection est vide. Posons Fi = t-1(Ft') n X. Alors Fi est convexe 
((1.2) et (1.3)) et ferme (X etant ferme par (1.12) et t etant continu). 
L'intersection de la famille (Fi) est vide. La proprieM (iii) de (1.13) 
donne une sous-famille finie dont l'intersection est vide, l'intersection 
de la sous-famille correspondante de (F/) est aussi vide. 
(1.15) (Definition) U ne partie convexe X de E est re1ativement c-compacte, 
si X est contenue dans une partie convexe c-compacte de E. 
(1.16) Pour que 1a partie convexe X de E soit re1ativement c-compacte, 
i1 taut et i1 suffit que l' adherence X soit c-compacte. 
La suffisance est immediate en remarquant que X est convexe si X l'est. 
La necessiM resulte de (loll) et (1.12). 
Soit (Ei)i EI une famille d'espaces vectoriels topologiques localement 
K-convexes. Soit E l'espace produit, E = IIi EI E i. C'est un espace vectoriel 
topologique localement K-convexe. 
(1.17) ("theoreme de TychonofJ") Boit Xi une partie convexe et c-compacte 
de E i. A10rs X =IIiE1 Xi est une partie convexe et c-compacte de E =IIiE1 E i. 
La convexiM de X se verifie aisement. Soit maintenant Jt un filtre 
convexe maximal sur X. D'apres (1.8), pour tout i Ella projection 
pri(Jt) est une base convexe d'un filtre convexe maximal sur pri(X) =Xi. 
D'apres (1.13) (ii) ce filtre est convergent, il s'ensuit que Jt est 
convergent. 
(1.18) Pour qu'une partie convexe de E=IIiE1Ei soit re1ativement 
c-compacte, i1 taut et i1 suffit que chacune de ses projections soit re1ativement 
c-compacte dans l'espace tacteur correspondant. 
Cela resulte de (1.17). 
Remarques. 
(a) Une partie compacte de E est c-compacte, 
(b) Un "theoreme de Borel-Lebesgue" n'existe pas pour Ies ensembles 
c-compacts convexes dans un espace vectoriel topologique Iocalement 
K-convexe E. Au no. 2 on verra qu'il peut se passer que Ie corps K 
lui-meme est c-compact (comme espace vectoriel de dimension 1). Cela 
montrera qu'un ensemble c-compact n'est pas necessairement borne. 
Bien entendu, ces corps ont une valuation non-archimedienne. Dans Ie 
cas archimedien, ou K =R ou K =C, il est aise de voir que K n'est pas 
c-compact (dans R par exemple, les ensembles convexes fermes x;;;.n 
ou n EN, ont une intersection vide, bien que toute intersection finie 
soit non-vide). 
(c) L'introduction de Ia notion de c-compaciM est motivee surtout 
par Ies applications dans Ie cas non-archimedien. Dans Ie cas archimedien 
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la question se pose queUe est la relation avec la compaciM. Est il vrai 
qu'une partie convexe c-compacte d'un espace vectoriel topologique 
localement convexe sur R ou C est compacte? On voit aisement qu'une 
teUe partie est faiblement compacte. 
2. Nous supposons dans ce numero que la valuation de K est non-
archimedienne. 
Soit E un espace vectoriel norme non-archimedien sur K. Nous appelons 
boule dans E un ensemble {xlix - al < (!} ou {xlix - al < (!}, ou a E E, (! E R+. 
Appelons boule termee (resp. ouverte) une boule de la premiere (seconde) 
espece. Toute boule est un sous-ensemble convexe, ouvert et ferme de E. 
L'inegaliM ultrametrique implique que lorsque l'intersection de deux boules 
(ouvertes ou fermees) est non-vide, l'une des deux est contenue dans 
l'autre. 
Rappelons que l'espace norme K est dit spheriquement complet lorsque 
toute famille de boules fermees, qui est totalement ordonnee par inclusion, 
a une intersection non-vide. Cette notion est introduite dans [3J. 
Dans Ie resultat oSuivant no us considerons K comme espace norme 
sur lui-meme. Rappelons que A denote l'anneau des entiers de K. 
(2.1) Les proprietes suivantes du corps K sont equivalentes: 
(i) K est c-compact, 
(ii) A est c-compact, 
(iii) K est spheriquement complet, 
(iv) tout filtre convexe elementaire possede au mmns un point adherent. 
A etant ferme dans K, (i) entra'ine (ii) par (1.11). 
Supposons maintenant (ii) verifie. Alors, par homotMtie, toute boule 
B = {xllxl < (!} est c-compacte. Soit maintenant (Bi)i EI une famille de 
boules fermees qui est totalement ordonnee par inclusion. Prenons (! 
assez grand, afin que Bi C B pour un i E I. Alors (B ("\ Bi)i EI est une 
famille d'ensembles non-vi des fermes convexes, contenus dans B, qui 
est totalement ordonnee par inclusion. B etant c-compact, il resulte de 
(1.13) (iii) que l'intersection de la famille est non-vide. Ainsi (ii) entra'ine 
(iii). Pour demontrer (iii) => (iv), remarquons que les ensembles On, qui 
entrent dans la definition des filtres convexes elementaires (voir exemple 
(b) apres (1.4)), sont des boules fermees. II est alors clair que (iii) 
implique (iv). 
Observons maintenant que tout sous-ensemble convexe de K, different 
de K, est une boule. Supposons (iv) verifie et so it (Fi) une famille de 
sous-ensembles fermes convexes de K dont l'intersection est vide. 
Supposons Fi ("\ Fd=0 pour tout (i, j). Les Fi etant des boules, la 
famille (F£) doit etre totalement ordonnee par inclusion. On peut en 
extraire une famille (F/), finie ou denombrable, strictement decroissante, 
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dont l'intersection est vide. Prenons alors Xn EO F n' n CF' n+1. Alors 
IXn+1- Xnl < IXn-xn-ll· 
Donc (xn ) determine un filtre convexe elementaire, qui a un point 
d'adherence d'apres (iv). Ceci contredit n F/ =0, par consequent (iv) 
implique (i). i 
Les corps c-compacts ont d'autres proprietes interessantes. Par exemple, 
Ie theoreme de Hahn-Banach est valable dans les espaces de Banach 
sur un tel corps (voir [3]). Vne caracterisation algebrique de ces corps 
est donnee par Ie resultat suivant. 
(2.2) Pour qu'un corps K soit c-compact il taut et il suffit qu'il soit 
maximalement complet. 
Rappelons qu'un corps K est dit maximalement complet, lorsqu'il 
n'existe pas d'extension valuee de K qui a meme groupe de valeurs et 
meme corps residuel que K. (2.2) est un resultat connu (du a Ostrowski). 
On trouve une demonstration dans [4]. 
Du reste, la partie "il faut" de (2.2) se deduit rapidement a l'aide de 
quelques resultats sur les espaces de Banach, demontres par Monna ([5]). 
En effet, supposons K c-compact. Soit L une extension valuee de K avec 
Ie meme groupe de valeurs et Ie meme corps residuel. On peut supposer 
L complet. Les proprietes de L s'expriment de la maniere suivante: 
pour tout x EO L il existe A EO K tel que lAx-II < 1 (on a alors IAxl = 1). 
D'autre part, K etant c-compact (donc spheriquement complet d'apres 
(2.1)), toute droite D de l'espace de Banach L sur K possede un supple-
mentaire orthogonal H, c'est-a-dire un hyperplan ferme H tel que 
L=D+H, Ix+yl = Max (lxi, Iyl) pour x EO D, Y EO H (voir [5]). En appli-
quant ceci a la droite K dans L, on voit que H =0, donc que L=K. 
3. Espaces localement c-compacts 
Nous supposerons la valuation de K non-archimedienne. Soit E un 
espace localement K -convexe. 
(3.1) (De-finition) E est dit localement c-compact, lorsqu'il existe un 
voisinage de 0 dans E qui est convexe et c-compact. 
Le resultat suivant est analogue a un theoreme bien connu. 
(3.2) Soit E un espace norme non-archimedien sur K qui est localement 
c-compact. Alors K est c-compact et la dimension de E est finie. 
Soit 1·1 la norme sur E, 30it B = {x EO Ellxl <; I}. Best c-compacte 
lorsque E est localement c-compact. En plongeant E dans sa completion, 
on voit, utilisant (2.1) (iv), que Best complet. Donc E est complet; 
c'est un espace de Banach. 
D'autre part, toute droite dans E est fermee et est isomorphe a K 
comme espace vectoriel. E etant localement c-compact, K l'est aussi. 
Par (2.1), K est c-compact. 
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On dit qu'une famille (Xi)i EI de vecteurs de E est orthogonale lorsque 
I ! AiXi I = Max I Ai Xi I· 
iES iES 
pour toute sous-famille finie S de I et to ute famille (Aih ES d'elements de K. 
Maintenant nous utilisons Ie lemme suivant. 
Lemme. Sous les hypotheses de (3.2), toute famille orthogonale de 
vecteurs de E est finie. 
Demonstration du lemme. Soit (Xi)i E I une telle famille. On peut 
supposer que O<C<Xi < 1, ou c est une constante convenable. Pour tout 
sous-ensemble fini S de I designons par Fs l'ensemble des vecteurs X de E 
de la forme suivante 
X = ! AiXi avec Ixi <1, ! Ai=1 
i¢S i¢S 
OU (Ai) tend vers 0 suivant Ie filtre des complementaires des parties finies 
de I. On voit aisement qu'alors les sommes ont un sens. L'ensemble des 
elements X de E de la forme x = ! AiXi avec lim Ai = 0 est un sous-espace 
complet (donc ferme) de E. iEI 
Fs est un sous-ensemble non-vide convexe, ferme de B et il est clair 
que l'intersection de tous les F s est vide. B etant c-compact, l'un des 
F s do it etre vide, ce qui n' est possible que si I est finie. 
Pour terminer la demonstration de (3.2), nous appliquons un resultat 
de MONNA ([5], un cas particulier a deja ete utilise au no. 2), qui dit 
que dans un espace de Banach E sur un corps c-compact K tout sous-
espace F de dimension finie possede un supplementaire ferme orthogonal G, 
c'est-a-dire tel que E=F+G, Ix+yl=Max(lxl, Iyl) pour xEF,YEG. 
Si la dimension de E etait infinie, on pourrait construire par recurrence, 
en appliquant Ie resultat cite, une famille denombrable orthogonale, ce 
qui contredit Ie lemme. Donc la dimension de E doit etre finie. 
Remarques. 
(a) Contrairement a ce qui se passe dans Ie cas archimedien, (3.2) ne 
reste plus vrai si on suppose seulement que E est un espace vectoriel 
topologique localement K-convexe. Un contre-exemple est donne par 
tout produit KI, OU I est un ensemble infini. D'apres (1.17) cet espace 
est c-compact lorsque K l' est. 
(b) J'ignore si (3.2) reste vrai dans Ie cas archimedien. Cela resulterait 
d'une reponse affirmative a la question soulevee a la fin du no. 1 
(remarque (c)). 
Pour les espaces non-normes on a Ie resultat suivant. 
(3.3) Soit E un espace vectoriel topologique localement K-convexe et 
localement c-compact sur K. Alors E est c-compact. 
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Dans la demonstration de (3.3) nous utiliserons quelques resultats sur 
les semi-normes continues sur E, qu'on peut trouver dans [7]. Le fait 
que E est localement c-compact entraine qu'il existe une semi-norme 
continue p sur E telle que 
u = {x EO EI p(x) <: I} 
soit c-compact. 
Soit F l'ensemble des x EO E avec p(x) = o. F est un sous-espace ferme 
de E, contenu dans U. U etant c-compact, F l'est aussi (d'apres (1.11)). 
D'autre part, p induit une norme sur Ie quotient ElF et l'application 
lineaire canonique de E sur ElF, muni de la topologie determinee par 
cette norme, est continue. D'apres (1.14) l'image de U, qui est un 
voisinage de 0 dans ElF, est c-compact. Alors (3.2) implique que la 
dimension de ElF est finie. En outre, K est c-compact. 
Pour terminer la demonstration de (3.3) il faut encore montrer ceci: 
soit F un sous-espace c-compact de E de codimension finie, alors E est 
c-compact. Par recurrence sur la codimension de F, on voit qu'il suffit 
de considerer Ie cas ou F est un hyperplan. Prenons alors a f/= F et 
definissons une application lineaire continue t de K x F sur EpaI' 
t((A, x)) = Aa+x. (1.14) montre maintenant que E est c-compact. 
Dans certains cas, on peut donner des precisions sur la structure d'un 
espace E localement K -convexe et c-compact. Lorsque E est norme et 
c-compact, il est evidemment aussi localement c-compact et (3.2) montre 
que E est de dimension finie. 
Un autre cas est celui ou E est un espace de Frechet (c'est-a-dire 
metrisable et complet). Alors on peut montrer que la c-compacit8 de E 
implique ou bien que E est de dimension finie ou bien que E est isomorphe 
comme espace vectoriel topologique a l'e'Space KN, produit d'un nombre 
denombrable de copies de K. Remarquons aussi qu'un espace E c-compact 
est lineairement compact. 
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